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Chapitre 1

Logiques & Relations binaires




Chapitre 1 : Logiques & Relations binaires

Opérations logiques elémentaires:
1- Connecteurs logiques
2- Quantificateurs

3- Quelques formes de raisonnements logiques

4- Relation binaires et Ensembles




Chapitre 1 : Opeérations logiques élementaires

Objectif du mathéematique :

Mathématique est un langage adapté aux phénomenes
complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables.

les mathématiques tentent de distinguer le vrai du
faux.
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[ LEIBNIZ : Notation mathématique moderne
[1 BOOLE (XXéme siecle) : Logique mathématique avec calcul de vérité

[0 FREGE (Début XXeme.) : extension tenant compte de la notion de
variable = Systemes logiques formalisés

[1 HILBERT (1900) : 23 problémes non résolus

—> Nombreux travaux en logique : Axiomes de Peano en arithmétique,
Théorie des ensembles, Théorie des modeles

[0 CHURCH, TURING (années 30) : Algorithmique

— Lambda-Calcul et Machine de Turing : Naissance du premier langage
de programmation

[0 CURRY-HOWARD : Correspondance entre preuves formelles et
Lambda-Calcul
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1. Logique :

1.1. Assertions:
Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les
deux en méme temps.

Exemples

Si P est une assertion et Q est une autre assertion, nous allons
definir de nouvelles assertions construites a partir de P et de Q.
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1. Logique :

U L’opérateur logique « et »

L’assertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. L’assertion « P et
» est fausse sinon. . ;
Q ] 5 I'. Q 1I|-' F

T "T =
i

— —
» I.

O L’opérateur logique « ou »

L’assertion « P ou Q » est vraie si l’une (au moins) des deux assertions P ou
0O est vraie. L’assertion « P ou Q » est fausse si les deux assertions P et Q

sont fausses. o ]
\Q | V| F

T ¥ L
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1. Logique :
O La négation « non »

[’assertion « hon P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

P o|v|EF
F | v

non P

O L’implication —

L’assertion « (non P) ou Q » est notée P — Q

Sa table de vérité est donc la suivante :
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1. Logique :

0 L’équivalence : <—>

On dira « P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement
si Q ». Cette assertion est vraie

lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses.

Table de veérité est :

P\ | VT

B TT |
§ Li i
1 1]
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Proposition 1:
Soient P,Q,R trois assertions. Nous avons les équivalences suivantes :

1. P <==> non(non(P))
2.(PetQ)<==>(QetP)
3.(PouQ)<==>(QoubP)

4. non(P et Q) <==> (non P) ou (non Q)
5. non(P ou Q) <==> (non P) et (non Q)
6. Pet(QouR)<==>(PetQ)ou(PetR)
7.Pou(QetR)<==>(PouQ)et(PouR)
8. P ==>Q <==> non(Q) ==> non(P)

Démonstration (TD): Montrer les équivalences 4 ,6 et 8
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2. Quantificateurs :

U Le quantificateur V : « pour tout »

Une assertion P peut dépendre d’'un paramétre x, par exemple « x*> > 1 »,
[’assertion P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.

Exemples :
o VX e[l, +oo[ x?>1 est une assertion vraie.

e YxelR x?>1 estune assertion fausse.

« VneN n(n+l) estdivisible par 2 est vraie.
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2. Quantificateurs :

U Le quantificateur 3 : « il existe »

Une assertion vraie lorsque 1’on peut trouver au moins un X de E pour
lequel P(x) est vraie

dx e R/ x(x-1)<0

dne N/ n?-n>0

IxeR/ x*=-1
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2. Quantificateurs :

O La négation des quantificateurs

La negationde VxeE P(X) est 3IxeE nonP(X)

La négationde Ix€E P(X) est VxeE nonP(x)

VX e[1,+oc] telque x*=1
VXelR /1 X+1le Z

zeeC /z°+2z2+1=0
VXelR dy >0 X+ vy =10
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3. Raisonnements:

Un raisonnement est une maniere d’arriver a une conclusion en
partant d’une (ou de plusieurs) hypothese(s), et en utilisant les
regles de déduction d’une proposition a partir d’une autre.

Types de raisonnement :

1- Raisonnement direct

2- Cas par cas

3- Contraposee

4- Absurde

5- Contre-exemple

6- Raisonnement par Reécurrence.
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3.1. Raisonnement Direct :

On veut montrer que 1’assertion « P = Q » est vraie. On suppose que P est

vraie et on montre qu alors Q est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le
plus habitue.

Exemple 1 :
Montrer que si (a,b) e Qalorsa+b Q.

Démonstration. Prenons a € ), b € ). Rappelons que les rationnels @) sont 'ensemble des réels s'écrivant
%avecpEE et q € N*.

Alorsa=2 g pour un certain p €Z et un certain ¢ € N*. De méme b = ¢ avec p' € Z et ¢’ € N*. Maintenant

f

arb=R P Pt
q q qq’
Or le numérateur pg’ +qp’ est bien un e]ement de Z: le dénominateur qq’ est lui un élément de N*. Donc

a+ b s'écrit bien de la forme a+ b= ave::p”EE q" € N*. Ainsia+ b € Q).
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3.2. Raisonnements Cas par cas:

Si I’on souhaite vérifier une assertion P(X) pour tous les x dans un ensemble E, on
montre [’assertion pour les X dans une partie A de E, puis pour les x
n’appartenant pas a A. C’est la méthode de disjonction ou du cas par cas.

Exemple 2:
Montrer que VXeR [x=1<x*—x+1

Démonstration. Soit x € R. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x = 1. Alors |x — 1| = x — 1. Calculons alors x> — x +1—|x — 1].

2—x+1—|x—1=x*—-x4+1—(x—-1)

—x?—2x+42
=(x—1F+1=0.

Ainsix?’—x+1—|x—1]|=20etdoncx?—x+1 = |x—1|.

Deuxiéme cas : x < 1. Alors |x—1| = —(x—1). Nous obtenons x*—x+4+1—|x—1| = x*—x+14+(x—1) = x2 = 0.
Ft donc x2—x+1 =[x —1].
Conclusion. Dans tous les cas [x — 1| < x?—x + 1. 1
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3.3. Raisonnements par Contraposée :

Le raisonnement par contraposition est basé sur l’équivalence suivante

| 'assertion P=Q est équivalentea nonP =non Q

Donc si I’on souhaite montrer I’assertion « P => Q », on montre en fait que si
non(Q) est vraie alors non(P) est vraie.

Exemple 3:
Soit n € V. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Démonstration. Nous supposons que n n'est pas pair. Nous voulons montrer qu'alors n” n'est pas pair. Comme

n n'est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k+1. Alors n = (2k+1)* = 4k*+4k+1 = 2{ 41
avec [ = 2k® 4+ 2k € N. Et donc n est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n” est impair. Par contraposition ceci est équivalent
a 1 si n’ est pair alors n est pair [
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3.3. Raisonnements par Absurde:

montrer « P => Q » repose sur le principe suivant : on suppose a la fois que P est

vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors
Q doit étre vraie et donc « P => Q » est vraie.

Exemple 4
¥ Sment a,b > 0. Montrer que si

alors a=b

1+b 1+a

x . . , )
Demonstration. Nous raisonnons par 'absurde en supposant que ﬁﬁ s BOFED. CI}ITHTLE—E T

alors a(1+a) = b(1+D) donc a+a* = b+ b* dot a*~b* = b—a. Cela conduit (a—b)(a+b) =—(a=b)
Comme a # b alors a—b # 0 et donc en divisant par a— b on obtient a4+ b = —1. La somme des deux
nombres positifs a et b ne peut étre negative, Nous obtenons une contradiction.

Conclusion : §f 775 = 727 > alorsa= b [
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3.4. Raisonnement Contre-exemple:

Si I’on veut montrer qu’une assertion du type « VX € E P(X) » est vraie alors
pour chaque x de E il faut montrer que P(x) est vraie. P. Trouver un contre-

exemple a ’assertion «V'x € E P(X) ».

Exemple 5:
Montrer que 1’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est

somme de trois carrés ». (Les carrés sont les 0%, 12, 22, 32,... Par
exemple 6 = 22 + 1% + 02))

Déemonstration. Un contre-exemple est 7 : les carres inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois de ces nombres

on ne peut faire 7. [
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3.4. Raisonnement par Récurrence:

Le principe de récurrence permet de montrer qu 'une assertion P(n), dependant de
n, est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se deroule en trois
etapes : Initialisation, I’Hérédité et la conclusion

Exemple 6:
Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Démonstration. Pour n = 0, notons P(n) 'assertion suivante :
2" = n.
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n = 0.
Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Fixons n == 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie.
2+l —9n 4 2"~ n 4 2" car par P(n) nous savons 2" > n,

=n+1 car 2" = 1.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence P(rn) est vraie pour tout n = 0, c’est-a-dire 2" > n pour tout
n = 0. O
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1. Ensembles Et Applications:

3.1. Ensembles:

3.1. Définition : un ensemble est une collection d’éléments.

« Exemples :
{0,1} , {rouge,noir}, {0,1,2,...} =N, {xeR/0<x<1}

3.1. Propriétés sur les ensembles:

1- Inclusion

2- Union

3- Intersection

4- Complémentaire
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3.1.1 Inclusion :

EcF sitout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit

VXeE alors xeF

3.1.2 Union :
Pour ABcE AUB={xeE\xeAouxeBj ,, )

3.1.3 Complementaire : On la note E/A ou bien A

SiAcE C.A=A={xeE\xgA]

3.1.4 Intersection. :

ANB={xeE\xeAetxeB} H

E
A
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3. Les ensembles: Regles de calculs
Solent 4, B, C des parties d’un ensemble E.

» ANB=BNA
» AN(BNC)=(AnBINC {on peut donc écrire AN B N C sans ambigiiité)
« AN@=@, ANA=A, ACBeAnB=A

« AUB=BUA
» AU(BUC)=[AUB)UC {on peut donc écrire AU B U C sans ambiguité)
r AUB=A, AUA=A ACB+<AUB=B

o [AN(BUC)=[ANBIU[ANC)
o [AU(BNC)=[AUB)N[ALC)

. E{ll-’l]=ﬂ etdonc AcB<=[BclA
» L(AnB)=[AulB
« L(AUB)=[AN(B
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3. Les ensembles: Produit cartésien

Solent E et I deux ensembles. Le produit cartésien, noté E * F, est [’ensemble
des couples (x,y)oux eEety e F.

Exemples :

R*=R*R={(x,y)\x,yeR}
[0,1]*R ={(x,y)\0<x<1, yeR}

¥y
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4. Relations et Applications :
1.1. Definitions

Une application (ou une fonction) f : E = F, ¢’est la donnée pour chaque
elément X € E d’un unique élément de F note f (x).

f
Proprietes : . |ﬂ_§§ "
L]

1- Egalité: \
Deux applications f, g : E = F sont égales si et
seulement si pour tout x € E, f (X) = g(x).

On note alors f=¢g

2-Legraphedef: f:E 2F g

I, ={(x, f(x)) cE*F / x<E) N
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4. Relations et Applications :

3- ldentité : Id. : E — E est simplement X — x

4- Composition : Soientf:E 22Fet g:F =2 Galors

g ot (X)=9(1(x))

Définissons f, g alnsl
f:W400[ — 0400 g: 0400 — R

1| 1‘—1
r — 3 r = o
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4.1. Image directe, image réciproque

Soient E, F deux ensembles

Définition 1:  Soit AcEetf : E—>F

Alors, ’image directe de A par f est ['ensemble

f(A) ={f(x)/xeAl
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Définition 2: Soit BcF etf : E—>F

I’image réciproque de B par f est [ 'ensemble

f3(B)={xeE/f(x)eB)

4.2. Antécéedents :

Fixonsy € F.
Tout élément x € E tel que f (X) =y est un antécédent de y.
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4.3. Injection, surjection, bijection
4.3.1. Injection et surjection:

Soit E, F deux ensembles et f : E = F une application.

Définition 1 : fest injective si pour tout x, x’ € E avec f (x) =f (x’) alors x = x".

vx,X'eE f(x)=f(X)=>x=X'
Définition 2 : f est surjective si pour touty € F, il existe x € E tel que y = f (x).
VyweF IxeE y=1(X)

Remarque.
« f est injective si et seulement si tout élément y de F a au plus un antécedent (et

eventuellement aucun).
« f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécedent.
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4.3. Injection, surjection, bijection

Exemple 1: 1
Soit f : N — Q définie par f (x) = 0

+ X
Montrer que f est injective.

Montrons que f; est injective : soit x,x’ € N tels que
f1(x) = fr(x"). Alors 135 = 737, donc 1+ x =1+ x’ et donc x = x”.

Ainsi f; est injective.

Par contre f, n'est pas surjective. Il s'agit de trouver un élément y qui n'a pas d'antécedent par f;. Ici il
est facile de voir que l'on a toujours f,(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n'a pas d'antécédent. Ainsi f,
1'est pas surjective.
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4.3. Injection, surjection, bijection

Exemple 2:

Soit g:Z — N définie par g(x) = x°
Montrer gue g n'est pas injective et non surjective.

Soit f, : Z — N définie par f5(x) = x*.

Alors f, n'est pas injective. En effet on peut trouver deux éléments x,x’ € Z différents tels que fo(x)= f,(x").
1 suffit de prendre par exemple x =2, x' =—2.

f; n'est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n'ont aucun antécédent.

Par exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f,, nous aurions f,(x) = y, Cest-d-dire x* = 3,
d’oll x = £+/3. Mais alors x n'est pas un entier de Z. Donc y = 3 n'a pas d'antécédent et f, n’est pas
surjective.
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4. Ensembles et Applications :
4.3. Injection, surjection, bijection

4.3.1. Bijection :

Définition :
f est bijective si elle injective et surjective.
Cela équivaut a : pour touty e F il existe un unique x € E tel que y =f (X).

VyeF dlxeE y=1(x)

L’existence du x vient de la surjectiviteé et [ 'unicité de ’injectivité.
Autrement dit, tout élément de F a un unique antécédent par f .

i ¥

] %
E F ! !
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4- Bijection
Définition :
* Soif f une application de E vers F. Ondit que f est une application byjective, ou
une byjection, s1 tout élément de F possede un antécedent et un seul dans E .

b) Proprietes :

v Soit fe A(E.F):
o |f estunebyectionsst Vye F.Alxe E/v=f(x)

o | f estunebyectionsst f estalafois myective ef surjective

v Soit fe A(E.F)etge A(F.G) :
o S1f et g sontbyectives alors i = go f est byective
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4- Bijection réciproque

Définition :
» Soit f une byection de E vers F . On appelle application réciproque de f ef on note

£ lapplication définie de F vers E et qui associe 4 tout élément de F son unique
antécédent dans E par la byjection f.

Remarque :
* Ne pas confondre I'application réciproque d'une bijection et I'mage réciproque qui existe.
meéme lorsque n'est pas bjective.
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4- Proprietes de la bijection reciproque

o Soif feA(E.F) une byection:
o ™ estune bijection
o f clestlaréciproque desaréciproque: () = f
o VxeEWyeF: f'1 V)=xev=f(x)
o foft=Il et f*of =1,

o Soit fEAEF):
o f esthijectivessi g A(F.E) fog=1Id, et go f =i, etalos g= [~
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4. Relations binaires :

Définition 1: On appelle relation binaire, toute assertion entre deux
objets, pouvant étre verifiée ou non. On note XRYy et on lit “x est en
relation avec y”.

Deéfinition 2 : Soit E et F deux ensembles.
On appelle relation binaire R de E vers F toute partie du produit
cartesien E *F .

- Cette partie s'appelle le graphe de la relation R . On note G

- On dit qu'un élement x de E est en relation avec un elément y de F,
par la relation R, si le couple (x, y) appartient au graphe Gy, .

On note xRy, xTy, x~y ou bien x*y
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4. Relations binaires :

Exemples :

1) Larelation d'mclusion dans I'ensemble des parties de £ : ARB ssi ACB
2) Larelation de divisibilité sur I'ensemble 17 nRm ssi ndivisem

3) Larelation de congruence modulo @ surl'ensemble IZ . (ae IZ*):
nRm ssi (n—m)estdivisiblepar a

On note cette relation par n=m (a) et on lit »# est congrua m modulo a.
- Sur I'ensemble R des nombres reels, on connait les relations usuelles :
< . <, 2, >, = el
(on peut aussi considerer les restrictions de ces relations a &, 2. N...)

o



Chapitre 1 : Relations Binaires et Applications

4. Propriétés des relations binaires :

Définition :
Soit R une relation définie sur un ensemble E .

v Larelation R est dite réflexive s1 (Vye E, .1'R:r]
v Larelation R est dite symétrique si (‘G’ cE. (xR 1) = 1:))
v Larelation R est dite transitive s1 (‘v’ (v.0.2)e E’, (xRy)et (.1-'R )= (xR:))

* Larelation R est dife antisymétrique s1 (‘v’(x,y]e E 2. ([xRJ-']et (.1-'R :f)):> X= .1-']

Remarques :

o Unerelation R estantisymétriquesi V(x.v)e E*, ((xRy)et(x# v))= non(vRx).
e Unerelation R est symétrique si (“v’(:r.j')e E%:. (xRy)e (J'R.T)).
e Unerelation R quin'est pas symétrique n'est pas nécessamrement anfisymeétrique.

o Une relation qui est symétrique, antisymétrique et réflexive sur un ensemble E c'est la relation
d'égalité sur cet ensemble.
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4. Exemples Relations binaires :

1) Larelation d'mclusion large dans I'ensemble des parties de £ :  ARB ssiACB
a. estreflexive, antisymeétrique et transitive.
b. n'est pas symétrique,

2) La relation d'mclusion stricte dans I'ensemble des parties de £ : ARB ssi AcCB

a. estanfisvmeétrique et transitive.
b. n'est pas réflexive . n'est pas symetrique.

3) Larelation de divisibilité sur I'ensemble IN nRm ssi ndivisem
a. estreflexive, antisymeétrique et transitive.
b. n'est pas symétrique.

4) La relation de divisibilité sur 'ensemble IZ nRm ssi ndivisem

a. estreflexive et transitive.
b. n'est pas symétrique et n'est pas antisymeétrique.
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4. Exemples Relations binaires :

5) La relation de congruence modulo a surl'ensemble [Z.(ac1Z*): n=m (a)
a. estreflexive, symétrique et transitive.
b. n'est pas antisymeétrique.

6) Larelation d'inégalité large " <" dans les ensembles IN, IZ. IQ et IR : xRy ssix<y
a. estreflexive, antisymétrique et transitive.
b. n'est pas symeétrique.

7) Larelation d'inégalité stricte "< " dans les ensembles IN, IZ. IQ et IR : xRy ssix<y
a. estréflexive, antisymeétrique et transitive,
b. n'est pas réflexive , n'est pas symétrique.
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4, Relations d'équivalence :

Définition : On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est
une relation d’équivalence si elle est Reflexive, Symétrique et
Transitive.

Exemple 1 : Etant donne E un ensemble non vide, alors L’¢égalité
= est une relation d’équivalence dans E.

Exercice : Dans ;2 on définit la relation T par :

VX,yeR, XTy< x*-1=y*-1

Montrer que T est une relation d’équivalence



Solution
1) R est une relation Reflexive, car d’aprés la Réflexivité de Uégalité on a :

Vr, yeR, r’=1=2*=1,

donc
Vr, y€R. rRx

ce qui montre que ‘R est une relation Réflexive.

11) R est une relation Symétrigque, car d’aprés la Symétrie de 'égalité on a :
Vxr,. ye R, xRy <+—> a2 =1 =3 =1
— yo =1 =x2 =1 car 'égalité est symétrigque
- y R
donc
Vr. ye R, TNRr <—> yNRxr

ce gut montre gque R est une relation Symétrigue.

1) R est une relation Transitive, car d’aprés la Transitinté de l'égalité on a :

Vx, y, z€R, (xRy)A(yRz2) = (=* =U"—1)/\(!12—l =22=1)
=3 (z* = 2% = 1) car U'égalité est Transitive,
= (7N r/)( “Ry)
donc
V., y. z€R. (xRy) A (yRz2) = (xNRy)

ce qui montre que R est une relation Transitive.
De1) , 11) et 111) , on déduit que R est une relation dégquivalence.
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4, Classe d'équivalence :

Définition ;

Soit R une relation d'équivalence définie sur un ensemble E .

* On appelle la classe d'équivalence d'un elément x de E. l'ensemble de tous les
¢léments de £ qui sonf en relation avec x .

* Onnote C(x)={ve E/xRy}={ve E/yRx}.

*  Onnote ausst la classe d'équivalence de x par ¥ ou x.

Remarques :

e Tout élément x de E appartient a sa propre classe d'équivalence, puisque la relation R est
réflexive : (Vxe E. xRx)= xe C(x)

¢ Deux classes d'équivalences sont ou bien égales ou bien disjoimntes :

Y(x.v)e E*:  SixRy.alors C(x)=C(»)
Sinon, alors  C(x)nC(y)=0
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4. Relations d’ordre:

Définition : On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est
une relation d’ordre si elle est Reflexive, anti-Symétrigue et

Transitive.

Relation totale ou partielle

Defiviticon 4 : Soit % une relation binaire sur E.
o On dit que x et ¥ de E sont comparable par & si: x % vy ou y 3¢ x.

e (O dit que la relation 5 est totale si deux éléments qun]c:ﬂnquns de E sont

comparable : ; ~
Wx,ywe E, x &y ou y ¥ x

e On dit que la relationn % est parti-a:l]e dans le cas contraire.

Exemple -
e Les relations = et = sur K sont totales mais < et = sont partielles car on ne
peut comparer deux éléments identiques.

o La relation de divisibilité | sur Z* est partielle : on ne peut comparer 3 et 5 car
I'un des deux n’est pas un diviseur de 'autre.
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Exercice :

On munitdans R* de larelation < définie par :

(X y)<(X,y) < x<x' et y<y'

1. Monter que < est une relation d’ordre sur R?2.
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Solution

1. Larelation - est
v réflexive - pour tout (z,y) € R onaz<zety<y
v transitive :si (2, ) < (2, ) €€ (%, 4) < (23,4, alors

ninsnety Sy

done (Ihyl} A (I.'hy.?}'
v antisymétrique i (2,y) < (2',1) et (2, ) < (2,y), dlors on adlafois 2 < 2’ etz < z et
doncz =1 etdemémey =1y
lle définit donc bien une relation dordre sur B Lordre e 045 total, Car on ne peut pas comparer

01)e(L0)






Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer f(I) puis pré ciser f~1:
1. =z2—4
flz) == x+ 3, I =] - o00:2].
2. f(zx)=2=L I=]-2+c)].

Solution

1. f(x) =2 =4z + 3, I=]-—o00;2].

f est dérivable sur I =] — 00: 2], et pour x €] —o00:2], fi(x) =2x —4. [ est
donc continue et strictement décroissante sur | — 00; 2].

Par suite, f réalise une bijection de | —o00: 2] sur f(]—o00:2]) = [f(2); lilfltlf[=
[—1, +o0[ = J.

On note g Uapplication de I dans J qui, & x associe ¥ — 4dx + 3 . g est
bijective admet donc une réciproque. Déterminons g='.

y € [—=1,400] et x €] — 00:2]

y=gx) Sy=as’—-4dr+3 e 2°-4r+3-y=0

Al=y+1>3>0

done x=2+4+y+1 ou xz=2-— . /y+

Orax €] —00:2] onaura r=2—/y+1

Done Vo € [—1, 400 g z)=2—-Vy+




Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer f(I) puis pré ciser f~1:

1. f(r}=m2_4:1:+3,. I=]—DO:2]

2. flo)=235, I=]-2+cc]

Solution

2 f()- +>v -]-2+OO]

On vérifie facilement que f réalise une bijection de | =2; +00| vers | =00;2)
Soit alors x €] = 2; +00] et y €] = 00;2)

y=gz) & o=3

done Yz €] = 00; 2] g7 (x) = %ﬂ



Exercice 2

A, B,C et E des ensembles. Montrer les assertions suivantes :
1. ¥V A,B € P(E) ANB=AUuB = A=1DB

2. VA B CePE) AnNB=ANC e AUB=AUC= B=C.
3. [AnB)UCINB=BnNn(AUC)

Solution

I. SiAnB=AUB alors A= B. Eneffet, si r € Aalors £ € AUB = AN B et done x € B. Ceci montre
que A C B. On montre de la méme maniere que B U A. Ainsi A= B.

2. nous le montrons par contraposition. Nous supposons que
A # B et devons monter que AN B # AU B.
Si A # B cela veut dire qu'il existe un élément x € A\ B ou alors un élément r € B\ A.
Quitte & échanger A et B, nous supposons qu'il existe x € A\ B. Alors r € AU B mais
r¢ ANB. Donc ANB # AU B.

I3 On a

(ANB)yuCINB=(ANBNB)uCNE
=(BmnA)yu(BnNda)
= BN {AUC)



Exercice 3

222 —3
Tn+l

1. Soit la suite (z,),cy définie par 29 =4 et z,.; =

Montrer par récurrence que :

VnelN: z,>3

2. En utilisant le raisonnement par contraposition, Montrer que :

X#2 et y£#2=2xy—-2x-2y+4#0

3. Démontrer que si a et b sont deux entiers relatifs tels que a +
b2 =0 alors a=b=0.



Exercice 3

1. Soit la suite (z,)nen définie par 29 =4 et 2,41 = T2

Montrer par récurrence que :

VneN, z,>3

Correction 1 Montrous par récurrence ¥n € N z,, > 3. Soit I'hypothese de récurrence :
(H,): z>3.

e La proposition H; est vraie car 2o = 4 > 3.
e Soit n = 0, supposons H,, vraie et montrons que H,, ., est alors vraie.

3 22,2=-3 ., 20, =3z,-9
T —_—y s —,.— =
vl Ty +2 T, +2

Par hypothése de récurrence z,, > 3, donc z, + 2 > 0 et 2z,° — 3z, — 9 > 0 (ceci par
étude de la fonetion x — 22% = 3r — 9 pour z > 3). Donc 4y — 3 et H,+y est vraie.
e Nous avons montrer

V" e N Hn = Hn+[

et comme H, est vraie alors H,, est vraie quelque soit n. Ce qui termine la démonstration.



Exercice 3

2. En utilisant le raisonnement par contraposition, Montrer que :
X#F2 et y#2=>xy-2x-2y+4#0
Solution

En utilisant le raisonnement par contraposition :

On suppose que

on a
v —2x—-2yv+4=0 = (x-2)(v-2)=0
alors x=2ety=12

Par suite on déduit que I’assertion est Vrai.



Exercice 3

J. Démontrer que si a et b sont deux entiers relatifs tels que « +
byv/2 =0 alors a=b=0.

3 Ralsomons par [absurde. Supposons que a + by/2 = 0 sans que a=b=10. Alors, nécessairement
b 0 car i b= 0 alors on devrait aussi avoir a = 0, ce qui est contraire & [hypothése (a,b) # (0,0).

Mais alors, ona y2 = -,’3 € Q ce qui est faux, Lhypothése de départ est donc fausse, eton a
a=h=0,

- -



Exercice 4

Soit X un ensemble. Pour f € F (X, X), on définit f’ = id et par
récurrence pour n € N,

frHt=f"of.

1. Montrer que Yn e N, f "7 = fof "

Correction 1. Montrons la proposition demandée par recurrence : soit A, |'assertion
il = fo f* Cette assertion est vraie pour n = 0. Pour n € N supposons A, vraie.
Alors

= Hof=(foffof=fo(f'of)=fo™,

' " Ve D] ‘ " N P e Y
Nous avons utiliser la definition de ™, puis la proposition Ay, puis I'assoclativite de la
composition, puis la définition de f**', Done Ay est vraie. Par le principe de récurrence

'.' E N fn Of: f‘:l f",



Exercice 5

Soitent f :R — R et g:R — R telles que
flz)=3z+1et g(z)=2"-1

Vérifier que fog = gof

Solution

Correction  Si fog=qgo falors

VreR fog(r)=gof(z)

Nous allons montrer que c'est faux, en exhibant wn contre-exemple. Prenons 2 = (. Alors

fogl0)=f(=1)==2 et go f(0)=g(L) =0 donc fog(0) #go f(0). Ainsi fog#gof



Exercice 6

Soient f: R — R définie par f(z) = ;25

1. f est-elle injective ¥ surjective ?
2. Montrer que f(R)=[-1,1].

Solution

Correction 1. f west pas injective car f(2) = i [1) f west pas qurjprtiw car § = 2
'a pas d'antéeédent : en effet équation f(z) = 2 devient 22 = 2(142?) soit =241 =)
(qui n'a pas de solntions reelles,

). f(z) =y est équivalent & I'équation yz* = 22+ y = 0. Cette équation a des solutions z
s et seulement si A = 4=4y” > 0 donc il y a des solutions si et seulement si y € [~1,1]
Nous venons de montrer que f(R) est exactement |1, 1],



Exercice 7

Soit Uapplication f définie comme suil :
1 1
. R\{=} — R\{-
f \51 — R\{3}

r+1
r — f(..i.'} — 27 — 1

1. f ainsi définie est-elle injective 7 surjective 7
2. Donner ’expression de (f o f)(x).
3. Déterminer ’expression de f~'(z)

4. Soit T' la relation définie sur |1; +oco| par :

1 T
4 _ < d r
1+y%2 — 1+ 22

1y <




Solution 9

1. — Injectivité : Soient xy, x5 € R~ {5}, tels que f(x1) = f(x2)

1 +1 xro + 1

21 — 1 i 2x9 — 1
(21 —1)(x2+1) = 2x2 — 1)(z1 + 1)

f(x1) = f(x2)

2291 + 221 — X9 — 1 = 22921 + 229 — 23 — 1

I

ry = Io,

alors [ est injective.
— Surjectivité : soit y € R~ {é} y= f(x)

z+1
y= f(z) V=51
= yY2r—1)=zx+1
= z(l1-2y)=-y—1
= L= Y2 :
2y — 1
Observons gque © = ?_I':fﬁ‘- = -'_; == —1 = 2 ce gui est impossible, donc
En conclusion Wy € R~ {1} .3z = .j"'ytll € R~ {1} rel que y = f(z),

et par suite [ est surjective.



Solution 9

2. Il est essentiel de noter que (f o f) est bien définie, car 'ensemble d’arrivée
de f est égal a son ensemble de départ.

_f@+1 _ £+l 32

(fof)@)=ff(@) =575 —7 = 2 S T ]

= T.

3. — 12re méthode : on a déja montré que ¥z € R~ {5} ona (f o f)(z) =

x, en d'awres termes (f o f) = IdR\H}'
nous pouvons conclure que [ est
bijective et de plus f ' = f.

— 2eme méthode : la méthode classique Wy € R, 3z € R, y = f(z) = £

= =1
il ' o gy el
alors © = 37 par un changement d'inconnue y = [ (r) = 57— =

f(x)



Solution 9

4/

Premiére me'thode

— 2 —_ donc véx, € estréflexive,
m’

' ot v _____:_Y_ T W S
Sixé) et\&alors 2 ,ethmdoncw o 14y =yl +x%) o

pirt =yt =0ex=y+rl-x)=0ex-y=xyx=-y)=0ex-y)(l-x)=
0@x=y=0@x=ycary>lety> 1 entrame 1 = xy <0enparticulier 1 = xy # 0. Done €
¢t antisymeétrique.
S1x€y etxéz alors == 2 == et == > = done == 2 == d'00 162, € et transiive.

e 1 y’ 14y T 1428 x’ t2¥
Finalement & est une relation d'ordre.

o il
it 2L el alors xRy, sot —’;— 2 — etalors YRx, 1l s"agat dwne relation d"ordre total




Exercice 8

Soit la relation définie sur E par

:-::Ry-:h:ﬂz—y2=;r—y

1. Montrer gque IR est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de = de .

Correction
| xt=xt = x-xdone R est réflexive.
Si xRy alors x* - y* = x = yalors y = ¥ = y - x alors yRx donc R est symétrique.
Si xRy et yRz alors ¥ = y* = x = y et y* = 2 = y - z, en additionnant ces deux égalités on trouve
x* =24 = x - 2. Rest transitive.
Finalement R est une relation d'équivalence.
2. Soitx € dsi xRa ¢'est-dedire six’ = a* =x-a & x* = x+a-a* = 0 autrement dit s x st
solution de I'équation du second degré X* - X +a - a% = 0, évidemment a est solution, le produit des

solutions st a - a* = a(1 - a) donc |'autre solution est 1 - a. Donc d = {a, 1 - a)



